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Optimasi ?
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Rekayasa

Analisis

Desain

Riset

Penjualan

Fabrikasi/

Produksi

Pengembangan

sistem

Desain sistem dapat diformulasikan sebagai permasalahan
optimisasi dimana fungsi performa yang dioptimalkan

harus memenuhi persyaratan-persyaratan tertentu



Perumusan Masalah
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Langkah 1: Deskripsi proyek/masalah

Langkah 2: Pengumpulan data dan informasi

Langkah 3: Definisi variabel desain

Langkah 4: Perumusan fungsi tujuan

Langkah 5: Perumusan kendala



Bagian 1: Optimasi statis
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Optimasi
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• Pemrograman linier (Linear Programming)

• Pemrograman interger (Integer Programming)

• Pemrograman tak-linier (Nonlinear Programming)

• Pemodelan jaringan (Network Modelling)

• Teori persedian (Inventory Theory)

• Teori antrian (Queueing Theory)

• Teori permainan (Games Theory

• Teori keputusan (Decision Theory)

• Pemrograman dinamik (Dynamics Pemrograming)

• Proses Markov (Markov Process)



Contoh: Penentuan Lokasi Toko Alat Tulis

Seorang ingin mengembangkan bisnis toko alat tulis. Rencananya akan membuka toko alat tulis di 

sekitar sekolah dasar dan sekolah menengah. Di peta koordinat, keduanya sekolah terletak di titik

A (20, 0) dan B (0, 20). Di titik (0, 0), ada toko dengan karakteristik yang sama dan, menurut

undang-undang kota, posisi toko alat tulis baru harus berada pada jarak minimal 400 m dari yang 

sudah ada. 

Tentukan titik di mana toko alat tulis baru harus berada, minimalkan jumlah jarak ke kuadrat dari

dua sekolah.

Penyelesaian

Variabel keputusan:

X Koordinat pada sumbu-x dimana lokasi toko alat tulis berada

Y Koordinat pada sumbu-y dimana lokasi toko alat tulis berada
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Penyelesaian: Penentuan Lokasi Toko Alat Tulis

Penyelesaian

Variabel keputusan:

𝑥 posisi pada sumbu-𝑥 dimana lokasi toko alat tulis berada

𝑦 posisi pada sumbu-𝑦 dimana lokasi toko alat tulis berada

Fungsi tujuan (Objective function)

min𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥 − 0 2 + 𝑦 − 20 2 + 𝑥 − 20 2 + 𝑦 − 0 2

= 2(𝑥2 + 𝑦2) − 40(𝑥 + 𝑦) + 800
Kendala

𝑥2 + 𝑦2 ≥ 4002 → 𝑔 ∶ 4002 − 𝑥2 − 𝑦2 ≤ 0
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Pemodelan matematika



Pemrograman Tak-linier

Fungsi tujuan
min 𝑓(𝒙)

dengan kendala
𝑐 𝑥 ≤ 0,
𝑐𝑒𝑞 𝑥 = 0,
𝐴. 𝑥 ≤ 𝑏,

𝐴𝑒𝑞. 𝑥 = 𝑏𝑒𝑞,
𝑙𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑢𝑏
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𝑔 ∶ 4002 − 𝑥2 − 𝑦2 ≤ 0

min 𝑓(𝑥) = 2(𝑥2 + 𝑦2) − 40(𝑥 + 𝑦) + 800
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Penyelesaian: Penentuan Lokasi Toko Alat Tulis
Permasalahan Pemrograman tak Linier dapat diselesaikan dengan menerapkan kondisi Karush-Kuhn-Tucker:

Langkah 1: membuktikan bahwa 𝑓 dan 𝑔 memenuhi partial continuous first-order derivatives. 

Langkah 2: Bentuk fungsi Lagrangian:
𝐿 𝑥, 𝑦, 𝜆 = 𝑥 − 0 2 + 𝑦 − 20 2 + 𝑥 − 20 2 + 𝑦 − 0 2 + 𝜆(4002 − 𝑥2 − 𝑦2)

Langkah 3: Bentuk sistem persamaan dan pertidaksamaan aljabar (Karush-Kuhn-Tucker)

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 4𝑥 − 40 − 2𝜆𝑥 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 4𝑦 − 40 − 2𝜆𝑦 = 0

𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 𝑔 ∶ 4002 − 𝑥2 − 𝑦2 ≤ 0

𝜆(4002 − 𝑥2 − 𝑦2) = 0

𝜆 ≥ 0

Jika 𝜆 = 0, maka 𝑥 = 𝑦 = 10, dan kendala tidak terpenuhi (dimana 4002 − 𝑥2−𝑦2 > 0)

Jika 𝜆 ≠ 0, maka diperoleh 𝑥 = 𝑦 = 282,84 dan 𝜆 = 1.93
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Optimization Toolbox: fmincon
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Kendala

Fungsi tujuan
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Matlab Optimization Toolbox
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Bagian 2: Optimasi dinamik
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Guided Missile
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Pemodelan Matematika

Fungsi tujuan

sistem dinamik

kondisi

batas

Masalah Nilai Batas 

(Two-point BVP)

Optimization: from Static to DynamicSubchan@matematika.its.ac.id



Optimization: from Static to Dynamic 17Subchan@matematika.its.ac.id

dengan fungsi tujuan

Diberikan sistem dinamik

min 𝐽 = න
0

𝑇

𝑉 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡 𝑑𝑡 + 𝑆(𝑥 𝑇 , 𝑇)

ሶ𝑥 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡

dan kondisi batas

𝑥 0 = 𝑥0, 𝑥 𝑇 = 𝑥𝑇

Penyelesaian Optimasi Dinamik
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Dari permasalahan yang telah diberikan sebelumnya, permasalahan tersebut dapat diselesaikan sebagaimana 
diberikan pada langkah-langkah berikut.
1. Mengonstruksi fungsi Pontryagin ℋ

2. Meminimumkan ℋ terhadap 𝑢 𝑡 ,

dan  diperoleh

3. Menerapkan hasil pada tahap 2 untuk memperoleh ℋ pada tahap 1,

Penyelesaian Optimasi Dinamik

ℋ 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝜆 𝑡 , 𝑡 = 𝑉 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡 + 𝜆′ 𝑡 𝑓(𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡)

𝜕ℋ

𝜕𝑢
∗

= 0 𝑢∗ 𝑡 = ℎ(𝑥∗ 𝑡 , 𝜆∗ 𝑡 , 𝑡)

ℋ∗ 𝑥∗ 𝑡 , ℎ(𝑥∗ 𝑡 , 𝜆∗ 𝑡 , 𝑡), 𝜆∗ 𝑡 , 𝑡 = ℋ∗ 𝑥∗ 𝑡 , 𝜆∗ 𝑡 , 𝑡
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4. Menyelesaikan dua persamaan diferensial berikut

dengan kondisi awal 𝑥0 dan kondisi akhir

5. Substitusikan hasil dari 𝑥∗ 𝑡 , 𝜆∗(𝑡) pada tahap 4 ke persamaan kontrol optimal 𝑢∗(𝑡) pada tahap 2.

Penyelesaian Optimasi Dinamik

ሶ𝑥∗(𝑡) = +
𝜕ℋ

𝜕𝜆
∗

ሶ𝜆∗ 𝑡 = −
𝜕ℋ

𝜕𝑥
∗

ℋ∗ +
𝜕𝑆

𝜕𝑡 𝑡𝑓
𝜕𝑡𝑓 +

𝜕𝑆

𝜕𝑥 ∗
− 𝜆∗(𝑡)

𝑡𝑓

′

𝜕𝑥𝑓 = 0
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Tipe-tipe Sistem Dinamik

ሶ𝑥∗(𝑡) = +
𝜕ℋ

𝜕𝜆
∗

No. Tipe Substitusi Kondisi Batas

1 Fixed-final time and

fixed-final state

system

𝜕𝑡𝑓 = 0, 𝜕𝑥𝑓 = 0 𝑥 𝑡0 = 𝑥0, 𝑥 𝑡𝑓 = 𝑥𝑓

2 Free-final time and

fixed-final state

system

𝜕𝑡𝑓 ≠ 0, 𝜕𝑥𝑓 = 0 𝑥 𝑡0 = 𝑥0, 𝑥 𝑡𝑓 = 𝑥𝑓 , ℋ∗ +
𝜕𝑆

𝜕𝑡 𝑡𝑓
= 0

3 Fixed-final time and

free-final state system

𝜕𝑡𝑓 = 0, 𝜕𝑥𝑓 ≠ 0
𝑥 𝑡0 = 𝑥0, 𝜆

∗ 𝑡𝑓 =
𝜕𝑆

𝑑𝑥
∗𝑡𝑓

4 Free-final time and

dependent free-final 

state system

𝜕𝑥𝑓 = ሶ𝜃 𝑡𝑓 𝜕𝑡𝑓
𝑥 𝑡0 = 𝑥0, 𝑥 𝑡𝑓 = 𝜃 𝑡𝑓 , ℋ∗ +

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

𝜕𝑆

𝜕𝑥
∗

− 𝜆∗ 𝑡

′

ሶ𝜃 𝑡

𝑡𝑓

= 0

5 Free-final time and

independent free-final 

state system

𝜕𝑡𝑓 = 0, 𝜕𝑥𝑓 ≠ 0
𝜕𝑥 𝑡0 = 𝑥0, ℋ

∗ +
𝜕S

𝜕𝑡
𝑡𝑓

= 0,
𝜕𝑆

𝜕𝑥
∗

− 𝜆∗ 𝑡𝑓
𝑡𝑓

= 0



Contoh
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ሶ𝑥1 𝑡 = 𝑥2 𝑡 ; ሶ𝑥2 𝑡 = 𝑢 𝑡

min 𝐽 =
1

2
න
0

2

𝑢2(𝑡)𝑑𝑡

𝑥 0 =
1
2

, 𝑥 2 =
1
0

Diberikan sistem dinamik

dengan fungsi tujuan

dan kondisi batas
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Dari permasalahan yang telah diberikan sebelumnya, permasalahan tersebut dapat diselesaikan sebagaimana 
diberikan pada langkah-langkah berikut.
1. Mengonstruksi fungsi Pontryagin ℋ

2. Meminimumkan ℋ terhadap 𝑢 𝑡 ,

dan  diperoleh

3. Menerapkan hasil pada tahap 2 untuk memperoleh ℋ pada tahap 1,

Penyelesaian-1

ℋ 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝜆 𝑡 , 𝑡 = 𝑉 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡 + 𝜆′ 𝑡 𝑓(𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡)

= 
1

2
u2 𝑡 + 𝜆1 𝑡 𝑥2 𝑡 + 𝜆2 𝑡 𝑢 𝑡

𝜕ℋ

𝜕𝑢 ∗
= 𝑢 𝑡 + 𝜆2 𝑡 = 0 𝑢∗ 𝑡 = −𝜆2 𝑡

ℋ∗ 𝑥∗ 𝑡 , ℎ(𝑥∗ 𝑡 , 𝜆∗ 𝑡 , 𝑡), 𝜆∗ 𝑡 , 𝑡 = 𝜆1 𝑡 𝑥2 𝑡 −
1

2
𝜆2
2 𝑡
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Penyelesaian-2

𝑥 0 =
1
2

, 𝑥 2 =
1
0
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Pemodelan Matematika

Fungsi tujuan

sistem dinamik

kondisi

batas

Masalah Nilai Batas 

(Two-point BVP)
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Hasil komputasi
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thank you 
subchan@matematika.its.ac.id
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