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4. Jarak Titik terhadap Garis di Ruang-2

VEKTOR YANG TEGAK LURUS TERHADAP GARIS

Perhatikan gambar berikut

N

Dapat dilihat bahwa, titik Q,(1,3/2) dan Q,(4/3,1) terletak pada garis 3x + 2y = 6, maka

vektor Q10Q, = G—l,l—%) = G,—%) terletak pada garis tersebut. Kemudian misalkan

terdapat vektor 71 = (3,2) yang memiliki inisial Q. Perhatikan bahwa

Dengan demikian, berdasarkan pada subbab sebelumnya maka 7 L Q;Q, dan karena Q;0Q,
terletak pada garis 3x + 2y = 6, dapat disimpulkan bahwa 71 tegak lurus dengan garis tersebut.

Perhatikan fakta bahwa terdapat pola antar # = (3,2) dan garis 3x + 2y = 6. Karena vektor
menunjukkan arah, maka perubahan arah tentunya akan membuat tidak tegak lurus lagi, untuk itu
vektor yang tegak lurus lainnya haruslah kelipatan dari 7 yakni k7 untuk k skalar real. Untuk
contoh di atas, = (3,2) maka contoh vektor tegak lurus lainnya adalah (6,4), (—3, —2), dsb.



Secara umum vektor yang tegak lurus terhadap suatu garis akan memiliki pola yang sama seperti
hasil di atas, sebagaimana teorema berikut.

Vektor yang Tegak Lurus terhadap Garis
Misalkan diberikan persamaan garis ax + by + ¢ = 0, maka vektor 7 = (ka, kb) tegak lurus
terhadap garis tersebut. Lebih khusus, vektor 7 = (a, b) tegak lurus terhadap ax + by + ¢ = 0.

/Contoh 9 h

1) Misalkan diberikan sebuah persamaan garisy = gx — 5, akan dicari vektor-vektor yang tegak
lurus dengan garis tersebut.

Perhatikan bahwa jika persamaan garis tersebut dikalikan 3 maka

2
3><(y)=3><<§x—5) - 0=2x—-3y—-15

Berdasarkan teorema di atas, maka vektor yang tegak lurus dengan garis tersebut adalah

dan vektor lainnya adalah kelipatannya, yakni n = (2k, —3k) seperti (1, —S), (—2,3), dsb.

2) Misalkan sebuah vektor (—8,6) tegak lurus dengan sebuah persamaan garisax + by + ¢ =0
yang melewati titik (2,3). Akan dicari persamaan garis tersebut.

Berdasarkan teorema di atas, karena vektor 1 = (—8,6) tegak lurus dengan garis tersebut
maka bentuk persamaannya adalah

—-8x+6y+c=0
Kemudian karena melewati (2,3) maka

—-8(2)+6(3)+c=0
—16+18+c=0
c=-—-2

Dengan demikian, persamaan garis yang dimaksud adalah

—-8x+6y—-2=0 - —4x+3y—-1=0

41
y=3*¥T3




JARAK TITIK TERHADAP GARIS

Terdapat sebuah titik P(5,3) dan garis 4x + 5y — 20 = 0 seperti pada gambar berikut.

Dapat dilihat bahwa jarak dari titik P menuju garis tersebut dapat diwakili oleh garis merah, yakni
sebesar d menuju satu titik di garis yaitu Q(x,,y,). Jarak ini tentunya harus secara tegak lurus
dengan garis (sebab jika tidak maka akan semakin jauh), yakni PQ L 4x + 5y — 20 = 0. Artinya,

berdasarkan Teorema di atas maka PQ = (4k, 5k) = ki dengan 7t = (4,5).
Sekarang misalkan Q = (x,y), maka ﬁ_d =Q — P = (x— 5,y — 3). Perhatikan bahwa

PQ = kit
PQ-7i=kii-7i
(x—5y—3)(45) = k(45) - (45)
4x — 4(5) + 5y — 5(3) = k(4% + 5%)
4x + 5y — 20 — (4(5) + 5(3) — 20) = k(4? + 5%)
4(5) +5(3) — 20
T (42 +55)

Akibatnya,
d = ||PQ|| = llk7ll
= |k|||7]]
4(5) +5(3) — 20
- ‘ (42 + 55)
g ‘4(5) +5(3) — 20‘
- VAZ ¥ 55

‘ 4% + 55

15
=—= 234

Va1

Perhatikan bahwa terdapat pola antara P = (5,3), garis 4x + 5y — 20 = 0 dan rumus jarak d di
atas.



Secara umum, jarak antara sebuah titik dengan sebuah garis akan memiliki pola yang sama seperti
hasil di atas, sebagaimana teorema berikut.

Jarak Titik terhadap Garis

Misalkan diberikan persamaan garis ax + by + ¢ = 0, maka jarak dari titik P = (x,, y,) terhadap
garis tersebut adalah

axg + by, +c¢

N

e N
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Sebuah kapal akan bergerak dari suatu pulau menuju pelabuhan B yang memiliki garis pantai
yang panjang. Sebelumnya kapal tersebut pernah melakukan perjalanan “secara horizontal”
sejauh 3.5 km dan pernah pula “secara vertikal” sejauh 3 km, seperti pada gambar di bawah
ini. Akan ditentukan jarak agar keberangkatan dari pulau tersebut ke pelabuhan paling dekat.

y
—
oF
3
0 35 x

Dapat dilihat bahwa titik keberangkatan pada suatu pulau dimisalkan P(x,, yo) = (3.5, 3) dan
garis pelabuhan dapat diibaratkan sebuah garis 3x + 3.5y — 10.5 = 0. Karena jarak terdekat
merupakan garis tegak lurus dari P ke garis (garis merah), maka berdasarkan Teorema Jarak
Titik terhadap Garis di atas

g axy + by, + ¢ _ ‘3(3.5) + 3.5(3) — 10.5‘
Va? + b? V32 +3.52
= | 10.5 | ~ 2.28 km
V21.25

Jadi, maka jarak perjalanan terdekat dari pulau menuju pelabuhan haruslah 2.28 km.




5. Hasil Kali Silang (Cross Product)

PENGANTAR

Ingat kembali mengenai hasil kali titik atau dot product pada subbab sebelumnya, misalnya pada
ruang-2, untuk setiap U = (uy, uy) dan v = (v, v,)

’17,'1_7) = u +uZU2

Bentuk “perkalian” antar vektor ini tidak menghasilkan vektor lagi, melainkan sebuah bilangan real
atau skalar. Baik pada ruang-2 maupun ruang-3, kegunaan utama hasil kali titik adalah untuk
menentukan sudut antara dua buah vektor, yakni
S u-v
cos2(U,V) = ————
] 112l
Kegunaan lainnya adalah untuk menentukan proyeksi orthogonal dan juga menghasilkan rumus
vektor yang tegak lurus dengan garis dan jarak titik terhadap suatu garis, seperti pada pembahasan

di atas.

Pada pembahasan kali ini, akan dibahas mengenai bentuk “perkalian” lainnya. Berbeda dengan
sebelumnya yang menghasilkan bilangan real atau skalar, perkalian ini akan menghasilkan vektor
kembali, lebih tepatnya vektor yang tegak lurus atau orthogonal terhadap kedua vektor yang
dikalikan. Untuk itu, hasil kali silang tidak mungkin ada pada ruang-2, ruang yang mungkin untuk
didefinisikan adalah ruang-3 (secara umum, hasil kali silang antar dua vektor hanya mungkin
didefinisikan pada ruang-3 dan ruang-7, perlu pendalaman lebih lanjut untuk memahami
alasannya).

Penerapan dari hasil kali silang banyak digunakan dalam berbagai hal yang berkaitan dengan ruang
3 dimensi. Pada fisika aplikasinya digunakan pada gaya Lorentz, penentuan besar momentum
gerak melingkar dan torsi, dan sebagainya, dapat pula digunakan untuk grafik 3D pada komputer
seperti mendefinisikan pantulan cahaya, yang paling sederhana dapat digunakan untuk
menentukan luas daerah segitiga yang ditentukan oleh 3 buah titik koordinat.

Untuk memahami mengenai konsep hasilkali silang, berikut misalkan diberikan dua vektor pada
ruang-3, U = (2,2,0) dan ¥ = (0,3,3). Definisikan vektor w yang dihasilkan oleh proses berikut

=1

s 310l +Rlg 3

O N ~
w N~
w o X

= 61 — 6] + 6k
Jadi, W = (6,—6,6)



Selanjutnya, perhatikan bahwa
w-uU=602)+(—6)(2) +6(0) =0, dan
w-v=6(0)+(—6)(3)+6(3)=0

artinya, vektor w orthogonal terhadap vektor 1 dan ¥. Berikut adalah ilustrasinya.

Sy

<N

-
u

Jika dilihat dari proses mendapatkan vektor w di atas, yakni menggunakan determinan dari suatu
matriks 3 X 3 yang tersusun atas basis sumbu (%, f, dan k), vektor U, dan vektor . Seperti yang
telah dijelaskan sebelumnya bahwa perhitungan determinan matriks ukuran 3 X 3 baik
menggunakan ekspansi kofaktor maupun Sarrus berkaitan dengan perkalian yang “bersilangan”
(crossed).

Selain itu, terdapat fakta bahwa vektor yang ortogonal akan “muncul” (anggap vektor O artinya
tidak muncul) jika dua buah vektor “bersilangan”, sebab jika tidak bersilangan artinya dua buah
vektor tersebut sejajar sehingga arahnya sama atau berlawanan (sudutnya O atau ), akibatnya
U = (uq,uy,uz) dan v = (kuq, ku,, kus) untuk suatu skalar k, dan vektor w adalah

l J k Uz Us Uy Us

W Uz Uz | T gy, ku3|‘1|ku1 ks

ku, ku, kus
= (kuyus — kuyus)i — (kugus — kugus)j + (kugu, — kuguy)k
= 0i — 0f + 0k
= (0,0,0)

U Uy |

| +k |ku1 ku,

Jika digambarkan

U

<l

w

<
sl
<l

Dapat dilihat bahwa jika dua buah vektor tidak bersilangan, maka vektor yang ortogonalnya tidak

“muncul” atauw = 0.



DEFINISI HASIL KALI SILANG

Berdasarkan dua buah vektor yang bersilangan membentuk vektor W yang ortogonal dengan dua
vektor tersebut menggunakan aturan perkalian yang bersilangan, hal tersebut memberikan
motivasi terhadap definisi sebuah perkalian antara dua buah vektor yang disebut sebagai hasil kali
silang, seperti pada definisi berikut.

Definisi dan Sifat Ortogonal Hasil Kali Silang
Misalkan 1 = (uy,u,,u;) dan v = (v, v,,v5) vektor di ruang-3. Hasil kali silang atau cross
product dari 1 dan v, dinotasikan 1 X v, adalah

Pk
UXV=|u; u, ug| = UV — UsVy —UV3 + UsVy, Uy Vp — UpVy)
U1 V2 V3
Lebih lanjut, 1 X ¥ merupakan sebuah vektor baru yang orthogonal terhadap u dan v, yakni

WUxv)-u=0 dan (Uxv)-v=0

Dari sifat di orthogonal di atas, dapat dilihat bahwa terdapat hubungan antara hasil kali silang
dengan hasil kali titik. Untuk contoh hubungan lainnya, perhatikan kembali vektor u = (2,2,0),
v =1(0,3,3),danu X ¥ = w = (6, —6,6). Perhatikan bahwa

u-u=|[ul?=22+22+0=8;
70U =|9]|?=0%2+3%2+32=18;
U-v=2.0+2.3+0.3=6; dan

@ x9) @x D) = ||ix 7* = 62+ (~6) + 6 = 108
Selanjutnya, perhatikan pula bahwa
NE@N2 D)% — (- 9)? =8.18 — 62 = 108 = ||u X ¥||?

Secara umum, hubungan antara hasil kali dalam dan hasil kali silang tersebut akan berlaku untuk
sebarang vektor, serta terdapat hubungan lainnya seperti pada teorema berikut.

Teorema Hubungan Hasil Kali Dalam dan Hasil Kali Silang
Misalkan i, U, w sebarang vektor di ruang-3, maka berlaku hubungan berikut.

1)l x 9112 = 19117 - G- 9)?
2) Ux @xw) =@ -w)d— @- 5w

3) Wxv)xw=W-w)yv— W -wu
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1. Misalkanu = (1,2,3) dan ¥ = (3,2,1), maka

i j k

UXv=|1 2 3

3 2 1
.2 3| .1 3|, sl 2
1t 1| T3 1|+k|3 2

=(2.1-3.2)i-(1.1-3.3)j+(1.2-2.3)k
= —41 + 8] — 4k
= (—4,8,—4)

Berdasarkan sifatnya maka pastilah (1 X ¥) 1 % dan (i X ¥) L ¥, perhatikan bahwa
(@xD) i=—-4.1+8.2+(—4).3 =0 dan
@XD) D=-4.3+8.2+(—4).1=0.

Torsi T (torque) dari sebuah mesin ditentukan oleh hasil kali silang antara lengan gaya
7 dengan vektor gayanya F, yakni Z = 7 X F. Jika vektor lengannya adalah # = (4,1, —2) dan

vektor gayanya adalah F= (5,2,4). Jika besarnya torsi ditentukan oleh normanya, maka
berdasarkan Teorema nomor 1) di atas, besar torsi tersebut adalah

502 512 5N\ 2
177 = (|7 < F||” = IFI?|[F||” - (7~ F)
=42+ 12+(-2))(B?>+224+4) - (4.5+1.2+(-2).4)?
= 21.45 — (14)?
= 749
IZIl = V749 ~ 27.37




SIFAT-SIFAT HASIL KALI SILANG

Sebelumnya telah dijelaskan mengenai sifat hasil kali silang berupa hubungannya dengan hasil kali
titik. Seperti halnya hasil kali titik yang memiliki beberapa sifat utama, berikut akan dibahas
mengenai sifat utama hasil kali silang.

Sebelumnya, perhatikan ilustrasi berikut. Misalkan u = (2,2,0), ¥ = (0,3,3) vektor di ruang-3.
Telah diperoleh sebelumnya bahwa U X ¥ = (6, —6,6), namun perhatikan bila dibalik urutannya

o P TR 33 0 3L 200 3
vXu=|9p 3 3|=1 ) 0|—] 2 O|+k|2 5
2 2 0 R
= —6i + 6§ — 6k
maka U X U = —(U X ¥), berbeda dengan u-v = ¥ -u. Jadi, hasil kali silang tidak bersifat
komutatif. Di sisi lain,
ot TR a0 2 o, p-2 -2
(—uxv)=|-2 —2 o|l=1 3 3|—] 0 3|+k|0 3|
0 3
= —61 + 6] — 6k
Begitu pula dengan u X (—7), dengan demikian ¥ X U = —(U X V) = U X ¥ = U X (=¥). Ini

sekaligus menunjukkan bahwa penukaran posisi hasil kali silang merupakan perkalian silang antara
satu vektor dengan vektor lain yang berbalik arah.

Sifat-Sifat Utama Hasil Kali Silang
Misalkan 1, U, W sebarang vektor di ruang-3, dan k sebarang skalar, maka berlaku

1) XD =—(Dxi)
2) WX (F+W) = @xD)+ (@ x W)
3) G+D)xw=@xW) + @ xw)
4) k(i x ) = (ki) x & =i x (ki)

=0xXu

)
N
X
ol
[l
ol

o
<l
X
<l
[l
ol
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Misalkan 7 merupakan lengan gaya atau panjang pedal, F gaya yang diberikan pada pedal,

dan 7 torsi yang dihasilkan di mana jika positif maka roda bergerak maju atau melawan arah
jarum jam (kaidah tangan kanan).

Telah disebutkan pada Contoh 11 bahwa 7 = # X F. Berikut ilustrasi perbedaan antara hasil
#x F dengan F x 7

KasusTXF =7

-

-

T positif
— roda bergerak maju
(melawan arah jarum jam)

e

Kasus F X7 =7 X (—F) =—-7
\p:
T negatif
- roda bergerak mundur

(searah jarum jam) /

~

10



NORMA HASIL KALI SILANG MENGGUNAKAN SUDUT

Misalkan % dan ¥ vektor di ruang-3 yang membentuk sudut a. Perhatikan kembali Teorema
Hubungan Hasil Kali Silang dan Hasil Kali Dalam nomor 1), yaitu

Il x V|12 = [[ull®|1v]1* - (i - V)
= [[ZIPII21 = INP11D]1? cos® a
= [[ZI?17]I* (1 = cos® @)
= |[ZlI*[I5]]? sin®

Dengan demikian berlaku

12 % VIl = [[ull I7]] sina

Rumus tersebut sangat berguna dalam berbagai aplikasi. Pada torsi, karena 7 = # X ﬁ', maka
121 = || x F|| = 171l ||F|| sina

Dengan demikian selain dengan memperpanjang lengan gaya 7 dan juga memperbesar gaya
F untuk mendapatkan torsi yang besar sehingga perputaran rotasi semakin cepat, adanya
rumus sin @« memberikan syarat utama bahwa agar torsinya semaksimal mungkin, maka sudut
yang harus diberikan antara lengan 7 dan gaya F haruslah @ = 90°atau /2 sebab nilai
terbesar sin a adalah 1, yaitu sin90° = 1.

Ini menunjukkan bahwa gaya harus tegak lurus terhadap lengan gaya yang akan didorong,
berikut ilustrasinya.

Kasusa =m/2 Kasusa < m/2
- . ﬁ ﬁ
T optimal 7 kurang optimal —
— roda berputar lebih cepat - roda berputar lebih lambat
L
7

Kasus a > m/2

T kurang optimal
— roda berputar lebih lambat

11



Aplikasi lain dari rumus di atas adalah untuk menentukan luas daerah yang dibentuk oleh dua buah
vektor. Perhatikan gambar berikut.

<L
X
<

Perhatikan daerah diarsir dengan sisinya adalah vektor 1 dan ¥ dengan sudut a. Ingat kembali
mengenai aturan sinus untuk luas segitiga, karena 1, ¥, dan garis putus jingga merupakan segitiga
maka luasnya adalah

Ly =S Illllvll sin
Dengan demikian Luas Jajaran Genjang (Paralellogram) yang diarsir adalah
L =2Lp = |[ulllI7]l sine
Akibatnya, berdasarkan rumus ||u X ¥|| di atas maka

L=|ux7|

Sebagaimana teorema berikut.

Luas Jajaran Genjang
Misalkan 1. dan v sebarang vektor di ruang-3 maka luas jajaran genjang pada ruang-3 dengan sisi
yang ditentukan oleh 1 dan v adalah

L=luxv|

'Contoh 13

Misalkan sebuah jajar genjang memiliki titik-titik sudut A(2,2,0), B(0,4,3), C(3,6,1), dan
D(—1,0,2). Maka luas jajar genjang tersebut adalah L = ||E X ﬁ” di mana

i j k

-2 2 3
-3 =2

2 3

AB x AD = = 2|—f

:g ;’| +fc|:§ _22| =107 — 5] + 10k

=i|

Jadi, L = ||AB x AD|| = \/10% + (=5)% + 102 = V225 = 15.

12



DETERMINAN MATRIKS DARI VEKTOR BARIS

Pada ruang-2, hasil kali silang tidak dapat didefinisikan sebab hasilnya harus tegak lurus terhadap
vektor-vektor yang dikalisilangkan sehingga membutuhkan dimensi yang ke-3. Namun demikian,
sudut pandang vektor di ruang-2 dapat “diubah” menjadi vektor pada dimensi-3. Misalnya,
pergerakan mobil pada bidang datar merupakan vektor pada ruang-2, yaitu hanyalah bisa ke arah
kanan-kiri, depan-belakang, atau kombinasinya, tidak bisa “terbang” ke atas atau ke bawah.
Meskipun begitu tetap saja mobil berada pada ruang-3, hanya tidak dapat bergerak ke atas atau
ke bawah saja, atau nilai pergerakan atas-bawahnya adalah O.

Berdasarkan ilustrasi gerakan mobil tersebut, sekarang misalkan # = (uqy,u,) dan v = (v, v,)
vektor di ruang-2. Jika dipandang sebagai vektor di ruang-3 nilai pada sumbu-z nya adalah 0, yaitu
U = (uq,u,,0) dan ¥ = (vy,v,,0). Dengan demikian dapat dibuat hasil kali silangnya, yakni

i ] k
ixi=luy w of=i* Y-j © ]
1 2 v1 O ] 172 0 vl UZ
v, v, 0
" W1 U2) 5 Uy Uy
= l—O]—|v1 v2|k_(0’0’|v1 v2|)
Perhatikan pula bahwa
U Upy)? U U ut
" 0 = 2 2 = =
11 x | jo SR I | o

Ingat fakta bahwa [|i X ¥|| merupakan luas jajar genjang, berarti luas jajar genjang pada ruang-2
ditentukan oleh mutlak determinan dari vektor % dan v, seperti pada teorema berikut.

Luas Jajaran Genjang pada Ruang-2
Misalkan 2 = (u,,u,) dan v = (v,,v,) sebarang vektor di ruang-2 maka luas jajaran genjang
dengan sisi yang ditentukan oleh 7 dan v adalah

_ U uUp
L= |U1 U2|

( N\
Contoh 14
Misalkan sebuah jajar genjang memiliki titik-titik sudut A(1,2), B(2,3), C(4,4), dan D(3,5).
Maka luas jajar genjang tersebut ditentukan oleh vektor AB = (1,1) dan AD = (2,3), yakni
N I O |
L-“z 3”_3 2=1.
g J

13



Sekarang misalkan U = (U, Uy, u3), ¥ = (v4, v5,v3), dan W = (wy, w,, w3). Perhatikan bahwa

U (UXW) = (ug, up, uz) - (VW3 — V3w, — VW3 + V3Wy, V1 Wy — VW)

= Uy (VW3 — V3W3) — Uy (VW3 — V3wy) + Uy (VW — VaWy)
Uy Uy Uz
vy V2 V3
Wy Wz Wwg

Dengan demikian

U Uz Us
vy Uy U3
Wy Wy W3

(VX w) =

&l

Perkalian ini disebut sebagai hasil kali tripel skalar.

Perhatikan gambar berikut.

Vektor U, ¥, dan w membentuk parallelpiped atau “kubus” dengan setiap sisinya jajar genjang.
Volume paralellpiped tersebut adalah luas alas jajar genjang ¥, w dikalikan tingginya yaitu panjang
proyeksi U sepanjang ¥ X W, yakni
V =L jajar genjang - ||projzxm @l
Loy [ @ xw)|
=lWxw|.——=—
IV x wl
= [~ @ xw)|

Dengan demikian, volume parallelpiped merupakan mutlak dari hasil kali tripel skalar di atas,
sebagaimana teorema berikut.

Volume Parallelpiped
Misalkan 1 = (uy, uy,us), v = (v, v,,v5), danw = (w,, w,, ws) sebarang vektor di ruang-3
maka volume parallelpiped dengan sisi yang ditentukan oleh 1, v, dan w adalah

Uy Uz U3
vy V2 V3
Wi Wz W3

V=[u-@xw)=

14
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Misalkan sebuah parallelpiped ditentukan oleh vektor-vektor u = (2,—6,2), v = (0,4, —2)
dan w = (2,2,4), maka volume parallelpiped yang terbentuk adalah

=48

Patut dicatat bahwa, bagaimanapun letak vektor baris pada determinan matriks di atas tidak
akan berpengaruh terhadap hasil volumenya. Hal ini disebabkan adanya nilai mutlak yang
akan selalu membuat nilai volumenya positif. Sebagai contoh misalkan dilakukan penukaran
letak % dan ¥ maka volume parallelpiped yang terbentuk adalah

V=

= |—48|

~

2 —6 2
‘0 4 =2
2 2 4

=48

2 H-col) Zezl) 4

|2.20+6.4+2.(—8)|

0 4 -2
‘2 -6 2
2 2 4

o7 -4 Heenl

10.(—28) —4.4—2.(16)|
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6. Garis dan Bidang pada Ruang-3

VEKTOR YANG TEGAK LURUS TERHADAP BIDANG

Ingat kembali mengenai vektor yang tegak lurus terhadap garis pada ruang-2, yakni jika terdapat
garis ax + by + ¢ = 0 maka vektor yang tegak lurus atau orthogonal (vektor normal) terhadap
garis tersebut adalah 7 = (a, b) dan kelipatannya.

Hasil ini dapat digeneralisasi pada ruang-3, namun untuk bukan berupa garis melainkan bidang.
Hal ini dikarenakan, untuk vektor normal garis arahnya tidaklah tetap secara kelipatan, melainkan
mengitari bidang yang sejajar vektor tersebut. Pada akhirnya garis tersebut yang akan tegak lurus
terhadap bidang yang terbentuk. Konsep yang dipakai akhirnya vektor yang tegak lurus terhadap
bidang atau vektor normal dari bidang.

Berikut teorema mengenai vektor normal dari bidang tersebut.

Vektor Normal dari Bidang

Misalkan diberikan persamaan bidang ax + by + cz + d = 0, maka vektor 7 = (ka, kb, kc)
tegak lurus terhadap bidang tersebut. Lebih khusus, vektor 7 = (a, b, ¢) merupakan vektor normal
dariax + by +cz +d = 0.

Contoh 16

1) Misalkan diberikan sebuah persamaan bidang z = éx = zy + 10, akan dicari vektor-vektor

normal dari bidang tersebut.

Perhatikan bahwa jika persamaan bidang tersebut dikalikan 12 maka

2 3
12x(z)=12x(§x—zy+10) - 0=8x—-9y—-12z—-15

Berdasarkan teorema di atas, maka vektor normal dengan bidang tersebut adalah
n=(8-9—-12)

dan vektor lainnya adalah kelipatannya, yakni n = (8k, —9k, —12k) seperti (—16,18,24).

16



2) Akan dicari bidang yang melewati titik A(1,2,—1), B(2,3,1), dan C(3,—1,2)
Menggunakan substitusi titik-titik tersebut pada persamaan bidang

ax+by+cz+d=0

akan memakan waktu yang cukup lama (menggunakan metode eliminasi Gauss atau lainnya).

Sekarang misalkan U = AB = (1,1,2) dan v = AC = (2,—3,3), maka dua vektor tersebut
terletak pada bidang tersebut. Dengan demikian vektor nomal merupakan hasil kali silang

~

O L A N T TR B TRUT B
uxv=\1 1 2=L_3 3|—]2 3|+k|2 _3|
2 —_
=9i — (—=1)j + (=5)k
n=(91,-5)

merupakan normal dari bidang tersebut. Jadi, berdasarkan teorema di atas bidangnya adalah
% +y—5z+c=0
karena melewati A(1,2,—1), maka

9(1)+(2)—-5(-1)+c=0
94+42454c=0
c=-16
sehingga persamaan bidangnya
9x+y—5z—16=0

Dari kasus nomor 2) di atas perhatikan bahwa jika dimisalkan 71 = (9,1, =5), 7 = (x,y, z), dan
vektor posisiTy = A = (1,2,—1), maka
n-(F—7)=0
Akibatnya,
91,-5)-(x—-1,y—-2,z+1)=0
Ix—-1)+1(y—2)-5(z+1)=0
9Ix+y—5z—16=10

membentuk persamaan bidang pula. Secara umum, seperti teorema berikut.

Vektor Pembentuk Persamaan Bidang
Misalkan A merupakan titik yang dilewati oleh sebuah bidang yang memiliki vektor normal 71, maka
persamaan bidang tersebut merupakan dibentuk oleh hasil kali titik berikut

n-(f—-r) =0

dimana7” = (x,y,z) dan 7, = A vektor posisi dari 4.

17




JARAK TITIK TERHADAP BIDANG

Pada subbab di atas, telah diperlihatkan bahwa konsep mengenai vektor yang tegak lurus terhadap
garis pada ruang-2 dapat digeneralisasi untuk konsep vektor yang tegak lurus terhadap bidang
pada ruang-3. Hal ini akan berlaku pula untuk jarak titik terhadap garis akan tergeneralisasi untuk
konsep jarak titik terhadap bidang pada ruang-3, seperti pada teorema berikut.

Jarak Titik terhadap Bidang
Misalkan diberikan persamaan bidang ax + by + ¢z + d = 0, maka jarak titik P = (xg, Vo, Zo)
terhadap bidang tersebut adalah

d= axg+ by, +czy+d

B va?z + b2 + c2

s N
Contoh 17

1) Akan dicari jarak dari koordinat titik (1, —4,3) ke bidang 2x + 3y + 6z = —1.

Karena 2x + 3y + 6z + 1 = 0, maka berdasarkan teorema jarak titik terhadap bidang di atas

2(D)+3(-4)+6(3)+1

g ax0+by0+czo+d|_

va? + b? + c? V22 +32 462
—| i 1.29
Clyasl 7

2) Misalkan diberikan dua buah bidang yang sejajar pada ruang-3, yakni
x+2y—2z=3 dan 2x+4y-—-4z=7
Akan ditentukan jarak dua bidang tersebut.

Berdasarkan teorema vektor normal pada ruang dari bidang, maka vektor normal untuk bidang
pertama adalah n; = (1,2, —2) dan sedangkan untuk bidang adalah n, = (2,4, —4).

Untuk y =z =0 maka x + 2(0) —2(0) =3 - x = 3, artinya (3,0,0) titik pada bidang
yang pertama. berdasarkan teorema di atas jarak titik tersebut terhadap bidang kedua adalah

2(3) + 4(0) — 4(0) —7‘ -1 1
d= =| |=—z0.1667.
V22 + 42 + (—4)2 V36l 6
(. J
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